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Kapitola 1

Uvod

Potom ma napadlo eSte nieco: Z fyziky mi je teraz trochu
nani¢, ale kedysi som z nej méaval radost. Preco? Pretoze som
sa s nou pohrdval. Robieval som hocico, na ¢o som mal prave
chut, netrapilo ma, ¢ to ma nejaky vyznam pre rozvoj jadrovej
fyziky, ale ¢ to je pre mha natolko zaujimavé a zabavné, Ze mi
stoji za to sa s tym pohrat. Na strednej Skole som si vS§imol, Ze
prud vody vytekajicej z kohtutika sa postupne zuzuje, a bol som
zvedavy, ¢i by som vedel vypoditat, ¢im to je. Zistil som, Ze to nie
je az také tazké. Nemusel som sa tym zapodievat, pre budicnost
vedy to nebolo délezité; ktosi iny to uz urobil predo mnou. Na
tom nezalezalo: Vymyg&lal som si tilohy a hral som sa s nimi pre
vlastné potesenie.

— Richard Feynman, To nemyslite vdzne, pan Feynman/!

Istotne kazdy, kto sa ¢o i len trochu zaobera fyzikou, poc¢ul meno Richard
Feynman. Bol to nielen geniélny fyzik, ale predovsetkym zvedavy a zabavny
¢lovek, ktory rad spoznaval tajomstvé a zakonitosti prirody. Dokéazal sa nad-
chnuat v8etkym, ¢o bolo pekné. Teda nielen dievCatami, ale aj krasou logickej
suvislosti medzi fyzikalnymi zakonitostami. A ¢o povazujeme za najdolezitej-
sie, fyzikalne problémy riesil preto, lebo mu to prinasalo radost. Fascinovali
ho, nenasiel pokoj, kym si s nejakou tlohou neporadil. Dokézal stravit nad
nimi celé noci. A ked nakoniec prisiel k spravnemu vysledku, tesil sa ako
malé dieta.

Mal neuveritelny cit pre fyzikidlne vnimanie sveta okolo seba. Aj v na-
vonok vSednej veci dokazal objavit nieGo zaujimavé a niekedy aj prevratné.
Dékazom toho je aj jeden obycajny obed pocas jedného oby¢ajného pracov-
ného dna v reStauricii, ktory spomina vo svojej autobiografii To nemyslite
vdzne, pan Feynman! [1].

Spolu s Feynmanom bol v reStaurécii aj nejaky chlapik, ktory v bujarej
nélade vyhodil do vzduchu tanier. Vyhodeny tanier sa otacal a pritom chvel.
Feynman, aspon tak o tom rozpréva v knihe, si vSimol, Ze tanier sa otacal
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s vySSou frekvenciou, ako bola frekvencia chvenia. Nemal ¢o robit, a tak
vypocital pohyb rotujiceho taniera. Zistil, Ze ak sa tanier pocas chvenia
vychyluje o maly uhol, tak pomer frekvencii ota¢ania a chvenia je presne
2 : 1. Vy8lo mu to zo zlozitej rovnice.

Nebol by to Feynman, keby ho toto zlozité rieSenie uspokojilo. Stale to-
tiz nevidel, predo musi byt pomer frekvencii prave 2 : 1. Preto zacal hladat
jednoduchsi spésob, ako tento pomer frekvenci zdovodnit. V ¢ase, ked svoj-
mu spoluhrac¢ovi na bonga, Ralphovi Leightonovi, tito prihodu rozpraval, si
uZ presne nepamétal, ako to urobil. Spominal si len, Ze presktimal, ako sa
pohybuju jednotlivé body taniera a ako sa ich zrychlenia vyrovnéavaju tak,
7e to vyjde 2 : 1. Toto jednoduché vysvetlenie Feynmana natolko vzrugilo,
7e zaSiel za Hansom Bethem a rozradosteny mu ukézal, na ¢o prisiel.

Bethe vSak pre takéto ,bezvyznamné“ hranie sa s fyzikou pochopenie
nenagiel. Ale ako Feynman spomina dalej, diagramy a v8etko to, za ¢o dostal
Nobelovu cenu, vzislo z prplania okolo chvejiceho sa taniera. Od taniera sa
Feynman dostal ku kvantovej mechanike a v§imol si analégiu medzi rotaciou
taniera a spinu, v ktorom tiez najdeme rovnaky pomer dve ku jednej.!

Tato praca vznikla z nagej tuzby vzit sa do Feynmanovej koze a objavovat
spolu s nim. Z toho prirodzene vyplynuli ciele prace. Rozhodli sme sa urobit
vSetko to, ¢o urobil Feynman. Konkrétne to znamena, Ze sme si dali za ciel:

1. Pozorovat pohyb vyhodeného taniera.

2. Vypocitat pohyb vyhodeného taniera pomocou matematického aparatu
fyziky tuhého telesa.

3. Najst jednoduché vysvetlenie vysvetlujice pomer frekvencii ota¢ania a
kolisania, o ktorom Feynman v knihe tvrdi, Ze ho uz zabudol.

Podla tychto cielov sme zvolili aj Struktaru prace. Kazdému cielu zodpoveda
jedna kapitola.

V druhej kapitole, Pozorovanie pohybu vyhodeného taniera, popisujeme,
ako sme pohyb taniera natocili na video a ako sme ziskany zadznam potom
analyzovali. Pomocou rozboru série snimkov sa nam podarilo ukéazat, ze Feyn-
man sa pri rozpravani prihody s tanierom pravdepodobne pomgylil. Poplietol
si fakty, ktoré si bezny ¢itatel nevSimne, ¢iZe fakty fyzikalneho vyznamu. V
skuto¢nosti je frekvencia otaCania nizsia ako frekvencia chvenia a ich pomer
je prevrateny k pomeru, ktory uvadza Feynman.?

1 Cely taryvok z Feynmanovej autobiografie popisujici prihodu v restauracii sa nachadza
v kapitole Dodatky, ¢lanok 6.1, strana 31.

2Ked sme Feynmanovu chybu objavili, mali sme velka radost a dafali sme, ze sme
prvi. Po kratkom vyhladévani na internete sme sa vS8ak museli upokojit. Chybu objavili
uz pred nami. V novsich americkych vydaniach knihy To nemyslite vdzne, pin Feynman!
sa nachadza poznamka pod ¢Giarou, ktora upozoriuje na chybu v pomere frekvencii, ktora
Feynmanovi unikla pri ¢itani korektar. Objavil sa aj nazor, ze Feynman urobil tato chybu
zdmerne, pricom skusal ¢itatela, ¢i si pokus s tanierom urobi sam [3].



Tretia kapitola, Teoreticky popis lietajiiceho taniera, oboznami CGitatela
so zékladnymi pojmami a faktami z fyziky tuhého telesa a nakoniec aj te-
oreticky potvrdi, Ze v skutoCnosti sa pomer frekvencie otac¢ania a kolisania
taniera pri malom kolisani rovna 1 : 2. V tejto kapitole vyuzivame pokroci-
lejsie predstavy z dynamiky pohybu tuhého telesa.

V stvrtej kapitole, Jednoduchsi spésob, sme nasli jednoduchy sposob od-
vodenia, neprekracujiceho ramec strednej gkoly, ktoré vysvetluje, predo musi
byt pre tanier pomer frekvencii otaCania a kolisania prave 1 : 2. Tato kapi-
tola je taziskovou ¢astou celej prace. Jednoduché vysvetlenie, na ktoré sme
prigli, je velmi pravdepodobne préave to vysvetlenie, ktoré v ¢ase cornellskej
prihody objavil aj Feynman, ale o ktorom piSe, Zze uz zabudol, ako k nemu
dosiel. Nam pri patrani po zabudnutom jednoduchSom spésobe vyrazne po-
mohol pocitacovy model taniera, ktory sme naprogramovali v jazyku Java.
Takyto model Feynman vo svojej dobe k dispozicii nemal. Pomocou tohto
modelu sme prisli na to, ako sa pohybuju jednotlivé Castice taniera. Z ich
pohybu uz automaticky vyplynul ten spravny pomer frekvencii ota¢ania a
kolisania. Potom sa nam pomocou elementarnych uvah podarilo zdovodnit,
preco sa Castice musia pri malom kolisani taniera pohybovat préave tak, ako
sa pohybovali v modeli.

V kapitole Dodatky st okrem slovenského prekladu a amerického originalu
uryvku z Feynmanovej knihy zahrnuté aj niektoré zndme odvodenia, ktoré
nie si podstatné pre samotnu pracu a ktoré je moZné najst v literature.
Uviedli sme ich kvoli celistvosti prace.

Vsetko toto by sme uréite nezvladli urobit tplne sami, a preto by sme
sa chceli na tomto mieste podakovat nadmu konzultantovi, RNDr. Slavomi-
rovi Tulejovi, ucitelovi fyziky na nasej gkole, za ¢as, ktory nam obetoval, za
pomoc pri rieSeni fyzikadlnych a matematickych problémov, ale aj za pomoc
pri programovani v objektovo orientovanom programovacom jazyku Java.
Okrem toho sa tu chceme podakovat RNDr. Jozefovi Hanéovi z Technickej
univerzity v KoSiciach za trpezlivé precitanie prace a za mnozstvo pripomie-
nok, ktoré nam pomohli zvysit kvalitu prace.
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Kapitola 2

Pozorovanie pohybu
vyhodeného taniera

Asi o tyzden som bol v samoobsluznej restauracii a nejaky
chlapik tam v bujarej nalade vyhodil do vzduchu tanier. Ako
stipal dohora, videl som, Ze sa chveje, a vSimol som si, Ze ¢erveny
cornellsky emblém, ktorym bol oznaceny, sa rychlo kriti. Bolo
mi jasné, Ze sa otacal vysSou frekvenciou, ako bola frekvencia
chvenia.

— Richard Feynman, To nemyslite vdazne, pin Feynman!

2.1 Experiment

Feynman v aryvku spomina, Ze na prvy pohlad mu bolo jasné, Ze tanier sa
otaca dvakrat rychlejsie, ako sa kolige. Chceli sme toto jeho tvrdenie overit,
a tak sme skusili sami vyhadzovat do vzduchu tanier a sledovat jeho pohyb.
Na obvod taniera sme prilepili lepiacou paskou modry krazok, ktory mal
reprezentovat cornellsky emblém.

UZ na8e prvé pokusy s hédzanim nés presvedcili, Ze nie sme schopni
urobit z obyc¢ajného pozorovania pohybu taniera Ziaden zaver o tom, ¢i sa
naozaj otaca rychlejgie, ako sa kolise. Vsetko prebiehalo vel'mi rychlo, takze
vlastnymi zmyslami sme neboli schopni zachytit detaily pohybu.

Rozhodli sme sa preto pomdct si videozdznamom. Pouzili sme videoka-
meru Panasonic NV-DS60. Nastavili sme ju do rezimu zaznamu rychlych
pohybov a natocili sme niekolko minit vyhadzovania taniera do vzduchu.
Videozaznam taniera sme potom na pocitadi s videokartou prekonvertovali
do pocitacovej podoby na stibor s priponou avi. Pomocou programu Virtual
Dub 1.5.8 sme si potom cely zdznam prezerali snimok po snimku a hladali
sme takid sekvenciu snimkov, z ktorej by sa dal pomer frekvencii ota¢ania a
kolisania taniera aspon priblizne odhadnit.

)
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Takych sekvencii sme nagli niekolko. Vybrali sme tu najlepsiu a pomo-
cou programu GIMP 1.2 sme z nej vyrobili film“ skladajici sa zo Siestich
policok, ktory néjdete na Obr. 2.1. Okrem toho sme vyrobili aj animova-
ny gif obrazok, ktory predstavuje mnohonasobne spomaleny zaznam pohybu
taniera. MoZno ho najst na internete na stranke <http://www.vscience.
host.sk/materialy/feynmanPlate/B.htm>.

Aké bolo nase prekvapenie a vzrugenie, ked sme zistili, Ze Feynman sa
pri svojom rozpravani prihody z resStauracie pomylil a Ze tanier sa
v skutoc¢nosti otaca zhruba dvakrat pomalsie, ako sa chveje! Je to
teda presne naopak, ako tvrdil Feynman. Vyplyva to z nasledujicej analyzy
videozaznamu.

2.2 Analyza videozaznamu

O tom, Ze sa Feynman myli, sa mozeme presvedcit sledovanim policok fil-
mu na Obr. 2.1. Pod a nad kazdym polickom je na filme jeho ¢islo. Rotécia
taniera sa na polickach prejavuje tak, ze modré znacka na obvode taniera
postupne obieha dookola v smere pohybu hodinovych ruéic¢iek. Kolisanie ta-
niera sa prejavuje tak, Ze rovina taniera periodicky meni svoj uhol voéi smeru
nasho pohladu. To sa prejavuje na videu v tom, Ze tanier vidime ako viac
alebo menej sploSteni elipsu.

Na nagom filme predstavuji policka 1, 3 a 5 z hladiska kolisania taniera
priblizne rovnaka fazu kolisania, pri ktorej sa nam tanier javi ako menej
splostena elipsa. Podobne policka 2, 4 a 6 predstavuju takd fazu kolisavého
pohybu taniera, pri ktorej sa javi ako viac sploStena elipsa.

Na policku 2 je tanier odkloneny od nas, na policku 3 sa vychyli k nam
a na policku 4 je znovu odkloneny od néas. To znamené, Ze pohyb taniera
medzi polickami 2 a 4 predstavuje jednu periédu kolisania taniera. V§imnime
si, ¢o pocas tohto pohybu urobi modré znacka na obvode taniera. Na policku
2 je priblizne vlavo hore a na policku 4 je priblizne vpravo dole. Modra
znacka teda pocas jednej periody kolisania opisala polovicu svojej otéacky.
Teda cas, ktory uplynie medzi polickom 2 a 4, je priblizne polovicou jej
periddy otacania. Celd otacku vykona modra znacka az medzi polickami 2 a
6. Za ten Cas sa tanier zakyve dvakrat.

To isté sme pozorovali aj na ostatnych sekvencidch nasho videa.

Stale sme nemohli uverit tomu, Ze by sa Feynman mohol mylit. A tak
sme sa rozhodli pohyb taniera, podobne ako on, teoreticky vypocitat.
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4
4

Obrazok 2.1: Sekvencia Siestich za sebou iducich snimkov videozéznamu po-
hybu vyhodeného taniera.
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Kapitola 3

Teoreticky popis lietajiceho
taniera

Nemal som ¢o robit, a tak som zacal ratat pohyb rotujaceho
taniera. Zistil som, Ze ak je uhol velmi maly, emblémik sa otaca
dvakrat rychlejsie, ako je frekvencia chvenia — dve ku jednej.
Vyslo to zo zloZitej rovnice!

— Richard Feynman, To nemyslite vdzne, pin Feynman/!

3.1 Z c¢oho vychadzame?

Popisat pohyb taniera nie je vobec jednoduché. Na prvy pohlad vidiet, Ze
jeho tazisko vykonéava Sikmy vrh a tanier sa okrem toho vzhladom na taZisko
eSte otaca a koliSe. Mali by sme to omnoho jednoduchsie, keby sme sa pohy-
bovali spolu s taziskom taniera. Vtedy by bolo vzhladom na nés v pokoji a
tanier by sa vo¢i nam len otacal a kolisal. V takejto situécii by boli napriklad
astronauti na Medzinarodnej vesmirnej stanici. Dokazali by roztocit tanier
tak, aby sa len otacal a kolisal, pricom by tazisko taniera zostévalo v pokoji.

V dalsom budeme kvoli jednoduchosti odhliadat od toho, Ze tanier pada v
gravitatnom poli a budeme ho popisovat len z beztiaZzovej stustavy astronau-
tov. Ich sustavu nazveme stistava laboratéria. Tato stustava je inercidlna,
jej pociatok je v tazisku taniera a jej osi' nech st %, ¥ a z (Obr.3.1).

Pohyb taniera je velmi vyhodné popisovat aj v druhej vztaznej ststave,
tzv. stistave taniera alebo vSeobecnejsie, v stistave telesa. Jej pociatok
je tiez v tazisku taniera a jej osi X1, X3 a X3 st pevne fixované vocCi tanieru,
pri¢om os X3 ma smer rotaénej osi symetrie taniera? (Obr.3.1).

!0si budeme v texte reprezentovat jednotkovymi vektormi smerujtcimi pozdlz tychto
osi.

2Rota¢nou osou symetrie taniera budeme rozumiet os kolmi na rovinu taniera a pre-
chadzajucu jeho taziskom.
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Obréazok 3.1: Sturadnicové sistavy, v ktorych budeme popisovat pohyb tanie-
ra. Stustava laboratoria s osami X, ¥ a z a stustava spojené s tuhym telesom
s osami X1, X9 a X3.

Pohyb taniera sa riadi zakladnou dynamickou rovnicou tuhého telesa [4,
s. 336 a 362], |5, s. VII-11]:

_dL
Cdt

Vystupuji v nej dve veli¢iny, vysledny moment sil voéi tazisku 7 a mo-
ment hybnosti taniera L, taktieZ pocitany voéi jeho tazisku.

7Z kinematického hladiska si mozno predstavit, Ze tanier v kazdom oka-
mihu rotuje okolo okamzitej osi rotdcie, ktorej smer sa mdze v priestore s
¢asom menit. T4to os musi vzdy prechadzat taziskom taniera. Velkost okam-
zitej uhlovej rychlosti je w. Vo fyzike tuhého telesa je vyhodné zaviest vektor
w, ktory ma smer okamzitej osi rotécie a velkost rovnu okamzitej uhlovej
rychlosti w. Je orientovany tak, aby sa nam pri pohlade z jeho konca javil
smer rotacie tuhého telesa proti smeru pohybu hodinovych ruciciek. Budeme
ho nazyvat vektor okamzitej uhlovej rychlosti |5, s. VIII-2].

Existuje linearny vztah medzi vektorom okamzitej uhlovej rychlosti w a
vektorom momentu hybnosti L (odvodenie v kapitole Dodatky, ¢lanok 6.2,
strana 33):

T (3.1)

L = Lw1Xy + TowoXxg + I3wsXs (32)

V tomto vztahu predstavuju konstanty I, Is a I3 tzv. hlavné momen-
ty zotrvacnosti taniera, po¢itané voci osiam X1, X2 a X3. Takyto jednoduchy
vztah pre moment hybnosti neplati vzdy. Ak by bol tanier v ststave stiradnic
umiestneny v nejakej veobecnej polohe, bolo by potrebné vo vyjadreni mo-
mentu hybnosti pouzit vSetkych Sest momentov zotrvacnosti taniera, ktoré
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by navySe neboli poc¢as jeho pohybu konstantné, ale menili by sa v zavislosti
na jeho polohe.

Jednoduchy vztah 3.2 moZno pouzit napriklad vtedy, ked je tanier v su-
stave suradnic umiestneny tak, Ze jeho os rotacnej symetrie ma smer tretej
stradnicovej osi. Ak toto vyjadrenie budeme chciet pouzit, budeme musiet
popisat dynamiku taniera v stustave taniera, voci ktorej sa nehybe, a jeho
umiestnenie v nej neustale spliia horeuvedentt podmienku. V tejto ststave
mé vektor momentu sily 7 stiradnice 71, 79 a 73 a vektor uhlovej rychlosti w
stiradnice w1, wo a ws. Po dosadeni vztahu 3.2 do dynamickej rovnice 3.1 do-
staneme tzv. Fulerove rovnice tuhého telesa (odvodenie v kapitole Dodatky,
¢lanok 6.3, strana 35):

7= lLw + (Ig — IQ) w3wo
Ty = Iowy + (I1 — I3) wiws
T3 = Igws + (_[2 — Il)Wle (33)

Tieto rovnice umoznuju v sustave taniera predpovedat ¢asovu zavislost
stradnic vektora w, ak pozname v tejto stistave ¢asové zavislosti stradnic
momentu sily 7.

3.2 Dynamika rotujaceho taniera

V tejto casti popiSeme pohyb taniera. Co budeme rozumiet pod popisom
pohybu? Co cheeme ziskat? Pre nas rozbor postaci, ak budeme poznat ¢asové
zévislosti vektorov L, w a X3 v stustave laboratoéria, teda v stustave, z ktorej
pohyb taniera pozorujeme. KedZe Eulerove rovnice 3.3 platia pre suradnice
vektorov T, w vyjadrené v ststave tuhého telesa, k nagmu cielu sa dostaneme
nepriamo, konkrétne tak, Ze najprv zistime, ako sa s Casom menia spominané
vektory v sistave spojenej s telesom a potom vySetrime sprévanie sa ich
siradnic v siistave laboratoria.

7 rozgboru spravania sa vektora X3, ktory je neustéle kolmy na rovinu
taniera, ziskame uhlova frekvenciu kolisania taniera. Tt potom dame do
pomeru s uhlovou frekvenciou otaCania taniera w a potvrdime fakt, Ze tanier
sa koliSe dvakrat rychlejsie ako sa otaca.

3.2.1 Popis v ststave tuhého telesa

Rovnice, ktoré sme doteraz uviedli, platia pre kazdé tuhé teleso. V tejto Casti
ich pouzijeme na Specialny typ telies, ktoré st osovo symetrické s rotacnou
osou symetrie X3. Takym telesom je aj vyhodeny tanier. V nasom Specialnom
pripade osovo symetrického telesa plati, ze Iy = I, = I. Okrem toho budeme
uvazovat volné tuhé teleso, na ktoré neposobia Ziadne vonkajSie momenty
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sil. Preto 71 = 7 = 73 = 0. Tym sa rovnice 3.3 vyrazne zjednodusia a
nadobudnt tvar:

= ILU1+(I3—I)(,U2(,U3
= JTws+ (I—Ig)wlw;g
= Iy (3.4)

Tito ststavu diferencidlnych rovnic teraz vyrieSime. Z poslednej z rovnic
3.4 vidime, Ze w3 musi byt konStanta, lebo I3 je rézny od nuly, teda wsg musi
byt nula.

Pre dalsie zjednoduSenie zavedieme substitaciu:

Q= (13[_]) ws (3.5)

Prvé dve rovnice potom nadobudni tvar:

w1+ Qws =0
(,ZJQ - le =0 (3.6)

Z prvej rovnice vyjadrime ws, zderivujeme ho podla ¢asu, ¢im ziskame
wo, ktoré dosadime do druhej rovnice. Dostaneme:

01 4 Q2w =0 (3.7)

Na nase velké poteSenie sme dostali znAmu rovnicu harmonickych kmitov.
Jej rieSenie mé tvar:

wi(t) = Acos (Qt + P) (3.8)
Teraz pomocou vyjadrenej zavislosti wy (¢) uréime zéavislost wa(t). Z prvej
z rovnic 3.6 vieme, ze wa(t) = fwlT(t). Preto
—AQsin (2t + @
wat) = — Smﬂ( =) ssin (0t +0) (3.9)
Vektor w mozeme teraz zapisat v tvare
w = Acos (2 + ®)x1 + Asin (U + )x2 + w3k (3.10)

Ak predchadzajice vyjadrenie vektora uhlovej rychlosti dosadime do
vztahu 3.2, ziskame zlozky momentu hybnosti L:

L =TIAcos(Qt+ ®)x; + [ Asin (2t + @)X + [3wsXs (3.11)

Z predchadzajucich dvoch vztahov moéZeme vycitat, ze v siustave pevne
spojenej s tuhgm telesom popisuju vektory w a L okolo vektora X3 kuzelové
plochy, pri¢om osou oboch kuzelov je x3. Konce oboch vektorov sa pohybuju



3.2. DYNAMIKA ROTUJUCEHO TANIERA 13

Xy X
R e = N
® L
\\J X, \J Xy
X Rt
(a) Pripad Is > I (b) Pripad I3 < I

Obrézok 3.2: Pohyb vektorov w, L a X3 v ststave telesa.

po kruzniciach s rovnakou uhlovou frekvenciou 2. Roviny oboch kruznic st
kolmé na os x3. Polomer kruZnice vektora w je A a polomer kruznice vektora
L je IA (Obr. 3.2).

Treba este dodat, ze podla vztahu 3.5 velkost frekvencie €2 zévisi na
hodnote w3 a tiez na geometrickom usporiadani tuhého telesa (konkrétne I a
I3). Ak I < I3, hodnota Q bude kladna. Ak I > I3, bude hodnota 2 zdporna
a konce vektorov w a L budi okolo X3 obiehat po kruzniciach v opac¢nom
smere, ako je smer otac¢ania tuhého telesa voci laboratériu. Amplitada A a
teda aj vrcholovy uhol kuZelov je dany zaciatoénymi hodnotami wo a ws.

3.2.2 Popis v ststave laboratoria

Teraz sa pozrime na dynamiku osovo symetrického tuhého telesa zo sista-
vy laboratoria. Vyjadrime vektory w a L pomocou vektorov X1, X2 a X3 a
dostaneme vztahy

w = (w1X] + waX2) + w3X3

L = I (w1X1 + waXa) + I3wsXx3

Z prvého vyjadrime sucet (w1X; + weXs) a dosadime ho do druhej rovnice.
Po kratkej uprave, v ktorej vyuzijeme vztah 3.5, dostaneme vztah

z ktorého vyjadrime w:

L
UJZT—Q)A(;?,

Podobne, ako mame zavedené jednotkové vektory v smeroch osi X1, X2 a
X3, mozeme zaviest aj jednotkovy vektor v smere vektora L, ktory oznacime
L. Pritom plati L = LL. Vztah pre w potom nadobudne tvar:

w= %IL — Q%3 (3.12)
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Vieme, Ze na tanier neposobi Ziadny moment sily, a preto je vektor L v
inercidlnej stistave laboratoria konstantny. UkaZeme, Ze vektory w a X3 buda
obiehat okolo L, pricom stale budu lezat v jednej rovine.

Rovnica 3.12 ndm hovori, Ze vektor w je linearnou kombinaciou vektorov
L a x3. Z toho vyplyva, ze vSetky tieto tri vektory musia vzdy lezat v jednej
rovine. Zostava ndm uz len zistit, ako sa spréva vektor x3. Pohyb vektora w
bude potom dany vztahom 3.12.

Rychlost kazdého bodu pevne spojeného s telesom je v stistave laborato-
ria dana vztahom

dr
dt
kde w je okamzita uhlova rychlost telesa a r je polohovy vektor daného bodu.

Pretoze vektor x3 je pevne spojeny s telesom, mozno vztah 3.13 pouzit pre
rychlost jeho koncového bodu dxs/dt. Cize

=wXr, (3.13)

dx L L.
C)l?_wxf(;g_(IL—Qf(;;) ><}A(3—<IL> X X3 — ()X3 X X3

Pretoze Q2x3 x X3 je nula, dostaneme vztah:

dx L.\ .
d—; - (IL> X X3 (3.14)

Poslednt rovnicu mozno s prihliadnutim k vztahu 3.13 interpretovat tak,
7e vektor x3 rotuje okolo konsStantného vektora %L, ktory nazveme w, pricom
uhlova rychlost jeho rotacie v sustave laboratoria je

L
== 1
w=7 (3.15)

@l
A kedZe vsetky tri vektory L, w a X3 leZia v jednej rovine, aj vektor w
musi rotovat okolo L tou istou uhlovou rychlostou (Obr. 3.3).

L

Ry

=

(a) Pripad Is > I (b) Pripad I3 < I

Obrazok 3.3: Pohyb vektorov w, L a X3 v stustave laboratoria.
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To, Ze koniec vektora X3, ktory je normélovym vektorom taniera, rotuje
okolo vektora L, bude mat za dosledok pravidelné kolisanie roviny taniera.
Prave toto kolisanie mal na mysli Feynman. Jeho uhlova frekvencia je @.
V nasledujicom odseku porovname tuto uhlova frekvenciu s uhlovou frek-
venciou otaCania taniera v pripade, Ze amplitida chvenia taniera je velmi
mala.

3.2.3 Co plati pre malé kolisanie taniera?

Od zadiatku sa snazime ukazat, Ze pre malé vychylky taniera od vodorovnej
polohy sa tanier koliSe dvakrat rychlejsie, ako sa otaca. A v tejto chvili sme
uz skoro v cieli. Aby sme to dokazali, musime porovnat velkosti vektorov @
a w, t.j. vyjadrit pomer @ : w.

Vyjadrime si @ pomocou siradnic vektora uhlovej rychlosti w a hlavnych
momentov zotrvacnosti:

. L \/—72&)12 + I2wo? + I3%ws?
w=— =

1 I

KedZe sa tanier vychyluje iba o malé uhly, predpokladame, Ze:

w1 << ws wo << ws

Ked vezmeme do tvahy tieto podmienky, potom moéZeme vo vztahu pre
@ prvé dva ¢leny pod odmocninou zanedbat a zostane nam vztah

Podobne moézeme uvazovat aj o vektore w. Pre jeho velkost po uvazeni
podmienok malého chvenia plati:

w=\/w}+ Wi+ wi & w;
Teraz uz lahko vyjadrime pomer frekvencii kolisania a otac¢ania

I3
~ —= 1
: (3.16)

€| &

V pripade taniera® plati 173 = 2. Preto:
~ 2w (3.17)

&

A sme v cieli! Prave sme dokazali, Ze uhlova rychlost, ktorou sa tanier
koliSe, je dvojnasobkom uhlovej rychlosti, ktorou sa otaca.

7 toho vidime, ze Feynman sa naozaj v knihe svojich spomienok pomylil a
Ze si vybavil pomer frekvencii opacne. Feynmanovu chybu, ktord naznac¢oval
videozaznam pohybu taniera, sme takto potvrdili aj teoreticky.

3Presnejsie, plati to pre nekone¢ne tenky homogénny disk. Pre tanier to plati len pri-
blizne.
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Kapitola 4

Jednoduchsi sp6sob

Potom som si pomyslel: ,Neexistuje jednoduchsi spésob, ako
prist na to, preco je to jedna ku dvom? Co keby som tak pre-
Studoval pdsobiace sily alebo celit dynamiku? Uz si nepamétam,
ako som na to Siel, ale nakoniec som sa dopracoval k tomu, ako
vyzera pohyb hmotnych ¢astic a ako sa vSetky zrychlenia vyrov-
navaja tak, ze to vyjde jedna ku dvom.

— Richard Feynman, To nemyslite vdzne, pin Feynman!

4.1 Pocitacovy model taniera

V predchadzajucej kapitole sme ukazali, preco je pomer frekvencii otacania
a chvenia jedna ku dvom. NaSe odvodenie vyzadovalo vela matematiky a
predovsetkym pouZitie dost naro¢nych a abstraktnych pojmov z fyziky tu-
hého telesa. Feynman v iivodnom turyvku spomina to, Ze nasiel jednoduchsi
spésob ako vysvetlit, preco je pomer jedna ku dvom. Toto je pre Feynmana
charakteristické, lebo stéle mieril k podstate problémov. Feynman spomina,
Ze skiimal pohyb jednotlivych Castic taniera a prisiel na to, ako sa ich ,zrych-
lenia vyrovnavaju“ tak, ze to vyjde jedna ku dvom. NavySe spomina, Ze uz
si nepamété, ako to urobil.

Myslienka na toto jeho jednoduchsie odvodenie nas provokovala dost dlha
dobu. Nemali sme ani najmensiu predstavu o tom, ako Feynman postupo-
val. Medzitym sme sa rozhodli modelovat pohyb taniera na pocitaci. Nasim
cielom bolo urobit applet v jazyku Java, ktory by po zadani zaciatoénych
podmienok pohybu taniera vypocital jeho d'alsi pohyb a priebezne ho ani-
moval.

Z odbornej literattry [5, s. VIII-27] sme sa dozvedeli, Ze na simuléciu
pohybu taniera potrebujeme urcit v kazdom ¢ase tri Eulerove uhly 6, ¢, 9
udéavajice polohu taniera v priestore. Dynamické rovnice popisujice ¢asovii
zmenu Eulerovych uhlov sa ziskaja z Eulerovych pohybovych rovnic a z
geometrickych vztahov medzi tymito uhlami a jednotkovymi vektormi X1,

17
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X9 a X3 sustavy sdradnic spojenej s tanierom. Definicie Eulerovych uhlov a
dynamické rovnice st uvedené v kapitole Dodatky, ¢lanok 6.4, strana 36.

Java applet sme naprogramovali pomocou kniznice Open Source Physics
[6], ktora obsahuje uzito¢né algoritmy na numerické riesenie diferencialnych
rovnic a na zobrazovanie trojrozmernych objektov. Nazvali sme ho Feynma-
nov lietagici tanier (vid Obrazok 4.1). Tento applet sa nachadza na interne-
te na adrese <http://www.vscience.host.sk/materialy/feynmanPlate/
C.htm>.

Tuhételesn VzZt'azna siustava Zobrazit® Projekcia Pomoc
~Pohl'ad v siistave laboratdria-

Zaciatocné podmienky pre simulaciu:

g, =45 10
dbilt = 50°fs - deplet = 0°/s ~duidt = 450°(s

-.I]s

N T T

Obréazok 4.1: Java applet Feynmanov lietajici tanier. Applet umoziuje simu-
laciu pohybu taniera a inych tuhych telies pri danych zaciato¢nych podmien-
kach. Okrem toho umoziuje zobrazovat osi suradnicovych sistav laboratoéria
a tuhého telesa a pomocou stop sledovat pohyb koncovych bodov zobrazo-
vanych vektorov.

4.2 Co nam pocitacovy model taniera prezradil?

Pozorovanim pohybu simulovaného taniera sme sa uistili v tom, Ze teéria v
predchadzajucej kapitole je spravna. Koniec vektora X3 naozaj obieha okolo
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vektora L po kruznici s dvojnasobnou frekvenciou, ako sa otaca tanier.

Napadlo nas potom preskiimat, ako sa pohybuji jednotlivé body taniera.
Nechali sme si na applete vykreslovat stopy koncovych bodov vektorov X1,
X9 a X3 pre malé kolisanie taniera. Od vektora X3 sme ocCakévali, Ze sa jeho
koniec bude pohybovat po malickej kruznici. Od koncov vektorov X; a Xo
sme ocCakévali pohyb po zlozitych, navzajom blizkych krivkach, o ktorych
sme nevedeli povedat, ¢ budu uzavreté.

Aké bolo naSe prekvapenie, ked sme zistili, Ze konce vektorov x; a
X9 sa pohybuji po kruZniciach so spoloénym stredom a leZiacich
v dvoch réznych rovinach zvierajticich maly uhol! Zdalo sa ndm to
neuveritelné, lebo sme intuitivne ocakavali omnoho zloZitejsi pohyb.

Situécia je prehladne zndzornena na Obr. 4.2. Z neho je na prvy pohlad
zrejmé, Ze zatial ¢o sa koniec vektora x; (a tiez vektora Xs) presunie po svojej
kruznici dookola raz, prejde koniec vektora X3 po svojej kruznici dookola
dvakrat. Toto automaticky vedie k pomeru frekvencii ota¢ania a kolisania
jedna ku dvom.

Tu sme zacali chapat, preco bol Feynman z taniera taky vzruSeny. NaSiel
neocakévani jednoduchost v navonok zlozitom pohybe. Medzi tym, ¢o sme
urobili my a o ¢om piSe on, bol v8ak stéile zna¢ny rozdiel. On hovori, Ze sa
dopracoval k tomu, ako vyzerd pohyb hmotnych ¢astic a ako sa ich zrychlenia
potom vyrovnavaji. Nés k tomuto poznaniu priviedla pocitac¢ové simulécia.
Nasmu postupu chybalo to, ze sme nevedeli, preco sa konce vektorov musia
pre malé kolisanie pohybovat po kruZniciach.

Zacali sme preto rozmyslat nad tym, ako dokazat, Ze pohyb koncov vek-
torov X; a Xg po kruzniciach je nevyhnutny.

4.3 Preco kruznice?

4.3.1 ZjednodusSenie — elementarny tanier

V predchadzajucej kapitole sme dokazali, ze dynamické vlastnosti osovo sy-
metrického tuhého telesa, teda aj nasho taniera, st dané pomerom hlavnych
momentov zotrvacnosti. Vieme, ze ak tanier povazujeme za tenky disk, hlav-
né momenty zotrvacnosti st: Iy = Iy = I, Is = 2I. Tanier je velmi zloZi-
té teleso, sklad4 sa z obrovského pocétu castic. Aby sme si ulahéili pracu,
hladali sme ¢o najjednodudchsie teleso, ktoré by malo rovnaké hlavné mo-
menty zotrvac¢nosti. Takym telesom je napriklad sistava styroch hmotnych
bodov s rovnakou hmotnostou leZiacich vo vrcholoch $tvorca a pospajanych
nehmotnymi tuhymi ty¢ami. Pre jednoduchost vyjadrovania nazvime toto
tuhé teleso elementdrny tanier (Obr. 4.3). Dolezité je to, ze sa bude spravat
rovnako ako skuto¢ny tanier.

Nech vetky hmotné body elementarneho taniera maju rovnakt hmotnost
m a dva z nich nech lezia v smeroch jednotkovych vektorov X; a X9 ststavy
suradnic spojenej pevne s elementarnym tanierom, ktorej pociatok je v jeho
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(a) zadiatok (b) osmina obehu

(c) tvrtina obehu (d) tri osminy obehu

(e) polovica obehu

Obréazok 4.2: Vysvetlenie pomeru jedna ku dvom. Zatial ¢o koniec vektora
X1 (a tiez vektora x3) prejde polovicu svojej kruznice, prejde koniec vektora
X3 celt svoju kruznicu. Obieha teda s dvakrat vicéSou frekvenciou. Preto je
kolisanie taniera dvakrat rychlejsie ako jeho otécanie.
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3]

o

wl

Obréazok 4.3: Elementarny tanier. Tuhé teleso pozostavajice zo Styroch rov-
nakych hmotnych bodov umiestnenych vo vrcholoch §tvorca, pospéjanych
navzijom nehmotnymi tycami.

tazisku. Teda pre polohové vektory bodov elementarneho taniera plati ri =
—Irzarg = —ry4.

4.3.2 Plan atoku

Nasim cielom bude dokazat, Ze konce vektorov X; a X2 (a teda aj vsetky
hmotné body elementarneho taniera) sa pohybujt po dvoch navzajom bliz-
kych, nie nutne rovnobeznych kruzniciach so spolo¢nym stredom. Dokazeme
to tak, Ze preskimame zrychlenia koncovych bodov tychto vektorov a uké-
zeme o nich, Ze su vzdy dostredivé, teda Ze maju len radidlne zlozky a Ze
ich tangencidlne zlozky st zanedbatelne malé. To dosiahneme tak, Ze néj-
deme vztah pre velkost tangencialnych zloziek tychto zrychleni a pomocou
neho ukizeme, Ze tieto zlozky mozno pre malé kolisanie taniera Gplne zaned-
bat. Nakoniec ukdzeme, Zze pohyb skutocného taniera mozno pochopit ako
dosledok pohybu elementérnych tanierov, z ktorych ho mozno zlozit.

Cesta ku vztahu pre velkost tangencialnych zrychleni vedie cez niekol'ko
zastavok. Najprv sa pozrieme, ¢o nam o pohybe elementarneho taniera povie
elementarna fyzika tuhého telesa.

4.3.3 Rovnovaha zrychleni

Na kazdy hmotny bod elementarneho taniera poésobi sila F;, ¢ = 1...4,
ktora stuvisi so zrychlenim tohto hmotného bodu podl'a druhého Newtonovho
zdkona daného vztahom F; = m,t;. Sila F; je vyslednicou tiazovej sily a sil,
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ktorymi poésobia na dany hmotny bod ostatné hmotné body. Vieme, Ze na
elementarny tanier posobi nulovy moment sily, 7 = 0.

OZZPi x F; eri X (mit;)
i i

Ak do druhej sumy dosadime konkrétne pre elementarny tanier, pri¢om
uvazime, 7e ¥y = —rI'g a ¥y = —¥4, dostaneme:

m(rl><'I"1+r2><'r"2+r3><'1‘3+r4><'r‘4):0
m[r1 X T+ Iy Xf2+(—r1) X (—f1)+(—r2) X (—f‘g)] =0
2r1 X 11 +2rg x1ro =0
i X1, +r9xro=0

éleny Iy a ¥y predstavuju zrychlenia koncovych bodov vektorov r; a
ro. Ozna¢me ich a; a ag. Tak dostavame to, ¢o Feynman nazval rovnovdha
zryjchlent:

ri xa;+rgxag=0 (41)

Teraz je vSetko jednoduchsie. Postaci, ak budeme sledovat pohyb dvoch
bodov elementarneho taniera. Tie, spolu s taziskom, dokdzu jednoznacne
popisat polohu taniera. Tieto body sa mo6zu pohybovat iba po gulovej ploche
so stredom v tazisku.

Podmienku rovnovahy zrychleni si teraz prepiSseme do este uzito¢nejsieho
tvaru, v ktorom budu vystupovat len tangencialne zrychlenia.

4.3.4 Rozklad zrychleni na radialne a tangenciilne zlozky

Zrychlenie, tak ako hociktory iny vektor, méZzeme rozlozit na zlozky. Zrych-
lenia rozlozime do radidlneho a tangenciédlneho smeru.

a1 =a; p5qd T35 tan
Pre vektorovy sucin ri x a; plati
rp xa; =r; xa; rad+r1 X Ay tan

Prvy ¢len vysledku je nula, pretoze vektory ri a a
priamke. Vztah sa preto zjednodusi na tvar

1 rad leZia na jednej

rs Xay =r; Xay tgn

To isté plati aj pre zrychlenie as. Na zaklade toho z rovnice 4.1 ziskame
uzito¢nejsiu podobu podmienky rovnovahy zrychleni

Iy Xajtan +r2 XAty =0 (4.2)

Pripomenme si, Ze chceme néjst vztah pre velkost tangencialnych zrych-
leni. Ich velkost v8ak ur¢ime len tazko, ked zatial nevieme vObec ni¢ o ich
smeroch. Smery tychto zrychleni ndjdeme pri nasej d'alsej zastavke.
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4.3.5 Smery a velkosti tangencialnych zrychleni

Teraz ukazeme, ze podmienka rovnovahy tangencialnych zrychleni moéze byt
splnena len v tom pripade, ak a; {45 & @9 {4 leZia v rovine tvorenej vektormi
r| a ro a maji rovnakia velkost.

Predpokladajme zatial, ze tangencialne zrychlenia a; t5;, a a9 5 maji
lubovolné velkosti a smery (Obr. 4.4a). Vysledok vektorového staéinu ry x
a; tap je urcite kolmy na vektor ri, a preto lezi v kolmej rovine urcenej
vektormi X9 a X3. Z tych istych dévodov vysledok vektorového stcinu rg x
Ay tap lezi v rovine urcenej vektormi %; a x3. Oba tieto stciny sa podla
rovnice 4.2 musia navzajom zrusit. To mozu len tak, ak buda oba lezat na
vektorovej priamke vektora x3, ktora je prienikom vyssie spominanych rovin.
Dosledkom toho je, ze bud musi byt vektor a; ¢, stthlasne rovnobezny s
vektorom Xz a vektor a, {5y, sthlasne rovnobezny s vektorom x; (Obr. 4.4b),
alebo musi byt vektor a; 55, nesihlasne rovnobezny s vektorom X3 a vektor
a, tan nesthlasne rovnobezny s vektorom x; (Obr. 4.4¢). V oboch pripadoch
musia byt wvelkosti oboch tangencialnych zrychleni rovnaké, t.j. musi platit
) tan| = 122 tan| = atan-

Nasledujtca zastavka je poslednou zastavkou pred naozajstnym odvode-
nim vztahu pre velkost tangencidlnych zrychleni. ZapiSeme v nej matema-
tické podmienky vyjadrujuce fakt, ze elementarny tanier je tuhé teleso.

4.3.6 Elementarny tanier je tuhé teleso!

Doteraz sme este nevyuzili fakt, ze elementéary tanier je tuhé teleso. To zna-
mena, ze vSetky jeho Styri hmotné body nemenia svoju vzdialenost od taziska
a st vzhladom na seba vzdy pokoji. Inymi slovami mozeme povedat, ze dizky
vektorov r; a re sa nemenia a vektor r; zviera s vektorom ro vzdy pravy
uhol. Preto musi platit:

ry-r; = 7‘2
ro-ro = T‘2
ri-ry = 0 (4.3)

Ak derivujeme podla ¢asu prvu a druht rovnicu, dostavame podmienky

Ir 'I"l =0
I‘Q-I"QZO (44)

hovoriace o tom, Ze rychlosti pohybu koncovych bodov vektorov r; a rs st na
tieto vektory v zodpovedajicom poradi kolmé. Tieto podmienky vyuZijeme
neskor.

Teraz uz mame vSetko pripravené na to, aby sme odvodili vztah pre
velkost tangencialnych zrychleni.
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(a) Takto by to byt nemohlo, lebo vektorové
stéiny sa nemaju ako zrusit.

(¢) Druhy mozny pripad.

Obrazok 4.4: Tangencialne zrychlenia.
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4.3.7 Vztah pre velkost tangencialnych zrychleni

Ak derivujeme dvakrat podla ¢asu tretiu z rovnic 4.3, dostaneme
Iy To+To- -1 +2r -1 =0

Uz vys$Sie sme spominali, Ze ¥1 = a1 = &, ,q + @1 tan, teda ze vektor
zrychlenia mé svoju radialnu a tangencialnu zlozku. To plati aj pre as. Ked
to dosadime do predchédzajicej rovnice, dostavame:

aj rad T2 T3 tan T2+ 8 1aq "T1+ A gan T1+ 201 F2 =0  (4.5)

Vektor a, ;.,q mé rovnaky smer ako vektor ri. Preto je kolmy na vektor
ro a skalarny sicin a; ., q - r2 sa rovna nule. Z podobnych dévodov sa nule
rovné aj treti ¢len predchédzajticej rovnice.

Vektor a; {5, mé rovnaky smer ako vektor ry, a preto velkost ich skalar-
neho scinu a; tgy - r2 musi byt £rat,y, . Znamienko plus bude platit, ak su
vektory orientované siihlasne. Inak ma suc¢in znamienko minus. Z podobnych
dovodov sa aj velkost stcinu ag ¢4y - T1 rovna £ratyy. Vysledok je rovnaky
aj preto, lebo vektory a; 55 a @y tan maju rovnaki velkost. Preto mozno
rovnicu 4.5 zjednodusit na tvar

:|:27“atan +2r; 19 =0

alebo

ry-To

Atan = , (4.6)

Posledna rovnica je velmi cenné, lebo prave pomocou nej ukdzeme, Ze
velkost at,y, je zanedbatelne mald, presnejsie, Ze je to mala veli¢ina druhého
radu, ¢o nas opravni tvrdit, Ze Styri body elementarneho taniera maju iba
radidlne zrychlenia, a teda sa pohybujt po kruzniciach.

4.3.8 Dosledky pre malé kolisanie taniera

Z rovnice 4.4 vieme, ze vektor r; musi byt kolmy na vektor ri. Preto ho
mozno vyjadrit ako linedrnu kombinéciu vektorov X, a X3. Podobne vektor 1o
je kolmy na vektor ro a mozno ho vyjadrit ako linedrnu kombinéciu vektorov
x1 a x3 (Obr. 4.5).

Zaroven r1 a ro zvieraji maly uhol €; a 19 a ry zvieraju maly uhol e;. To,
Ze tieto uhly st malé, vieme z predpokladu, Ze tanier sa pri malom kolisani
vychyluje iba o maly uhol. Potom moZeme pisat

| = |I1| coserXp + || sine;X3

Iy = — |F2| cos eaX1 + |F2sin exX3
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Obrazok 4.5: Rychlosti koncov vektorov ri a ro. Na obrizku s rychlosti 11
a ro oznacené ako vi a vo

Tieto vyjadrenia dosadime do rovnice 4.6 a vyjadrime aqy,. Kvoli kolmosti
vektorov sa skoro vSetko vynuluje a zostane len

s y]

N S
Atan = fsmel SINl €9 X —€1€2

(4.7)

Vidime, Ze vo vyraze pre atyy, vystupuje sicin ejez, ktory je malou velici-
nou druhého réadu. Presne toto sme chceli dostat! Znamené to, Ze pre malé
kolisanie mozeme pritomnost akéhokolvek tangencidlneho zrychlenia zaned-
bat. Lebo ak zmensime amplitidu kolisania 10-krat, velkost aty;, sa zmensi
100-krat. Cize tangencialne zrychlenie vymizne ovela skor ako kolisanie.

Vektory r; a ro elementérneho taniera sa teda pohybuja v podstate rov-
nomernym pohybom po kruZniciach, ktorych roviny mézu zvierat maly uhol.
Ako sme videli na Obr.4.2, vedie to k tomu, Ze vektor X3 popisuje kuzelovi
plochu, pri¢om ju popisuje s dvakrat vysSou frekvenciou, ako je frekvencia
otaCania taniera.

4.3.9 0Od elementarneho k skuto¢nému tanieru

Vrétme sa teraz od elementarneho taniera k skutoénému tanieru v tvare
tenkého disku. Videli sme, Ze pre malé kolisanie st zrychlenia hmotnych
bodov elementarnych tanierov len radidlne. To znamené, Ze na kazdy hmotny
bod posobi len radidlna (dostrediva) sila.

MozZeme si predstavit, ze skutoény tanier je zloZeny z obrovského mnoz-
stva elementarnych tanierov, a teda Ze kazdé jeho castica sa pohybuje po
svojej kruznici. Kruznice st navzajom rozne a lezia v mnohych odlisnych ro-
vindch. Pritom jednotlivé elementéarne taniere, z ktorych je zlozeny skuto¢ny
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tanier, budi na seba posobit len v radialnom smere (¢im budut v tanieri spo-
sobovat radialne pnutie) a to tak, aby sa tvar taniera nemenil. Nebudi nijako
rusivo ovplyviiovat svoje pohyby v tangencidlnom smere. Preto vSetko, ¢o
sme povedali o malom kolisani elementirneho taniera, plati aj pre skuto¢ny
tanier.
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Kapitola 5

Zaver

Spominam si, Ze som zaSiel za Hansom Bethem a vravim mu:
»,Hej, Hans! Viimol som si niefo zaujimavé. Ked tanier rotuje
takto, dévod, preco je to dve ku jednej, spociva...”
mu zrychlenia.

On na to: ,Feynman, je to skuto¢ne zaujimavé, ale ¢o je na
tom také dolezité? Na ¢o to robis? ,Hal!“ hovorim mu. ,Vobec
to nie je doélezité. Robim to len tak, z pasie.“ Jeho reakcia ma
neodradila; zaumienil som si mat z fyziky radost a robit, ¢o sa
mi zapAaci.

— Richard Feynman, To nemyslite vdazne, pin Feynman/!

a ukézal som

Na zéaver zhrnieme, ¢o v8etko sa nam v tejto praci podarilo dosiahnut:

1. Vyhotovili sme videozaznam realneho taniera vyhodeného do vzduchu.
Na zaklade jeho analyzy sme ukazali, Ze Feynman sa myli a Ze tanier
sa v skutocnosti pri malom kolisani otaca priblizne dvakrat pomalsie,

ako sa kolise (Kapitola 2).

2. Pomocou matematického aparatu teoretickej mechaniky sme odvodi-
li vztah pre pomer frekvencii ot4¢ania a kolisania pri malom kolisani
taniera, ktory potvrdil to, ¢o sme pozorovali na videozdzname (Kapi-

tola 3).

3. Vytvorili sme pocita¢ovy model vyhodeného taniera (a niekolkych dal-
sich telies), pomocou ktorého sme objavili, Ze ak je kolisanie taniera
malé, jednotlivé Castice taniera sa pohybuji po kruZniciach so spo-
lo¢nym stredom, ktoré vSak lezia vo vSeobecnosti v roéznych rovinach
zvierajucich maly uhol. Takyto pohyb ¢astic taniera automaticky ve-
die k tomu, Ze tanier sa koliSe s dvakréat vicSou frekvenciou, nez s akou
sa otaca. Zaroven sa nam podarilo elementarnym sposobom vysvetlit,
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preco sa Castice taniera musia pohybovat po kruzniciach. Nasli sme tak
velmi pravdepodobne vysvetlenie pohybu taniera, o ktorom Feynman
tvrdi, Ze si uz nepamété jeho detaily (Kapitola 4).

Splnili sme tak v8etky ciele, ktoré sme si stanovili v ivode.

Vgetko toto sme robili hlavne pre zdbavu. Vysledkom naSej prace nie sii
prevratné objavy, ktoré zmenia svet. Jednoducho sme sa len po precitani
knihy To nemyslite vdzne, pdn Feynman! ,nakazili“ od Feynmana a chceli
sme si vSetko vyskusat a odvodit. Uz nam nestacilo iba to, Ze sme sa z
knihy dozvedeli, Ze pomer frekvencii otd¢ania a kolisania taniera bol 2 : 1.
Chceli sme sami tento pomer pochopit a najst jednoduché odvodenie, ktoré
spomina Feynman. Povedali sme si: ,,Je to sice nepravdepodobné, ale ked na
to prisiel Feynman, mozno by sme na to mohli prist aj my!“ Po podiatoénych
neuspechoch sme neraz boli v stavoch, ked sme si povedali, Ze to nezvladneme
a koncime.

Ale potom, ako to v takych pripadoch uz byva, jednoduché odvodenie
akoby nam spadlo z neba. MoZno sa zd4, Ze to je ndhoda, ale podla nas nie.
Pretoze ¢lovek, ktory robi nieco so zanietenim a chce na to stoj ¢o stoj prist,
mysli na to cely ¢as—ked ranajkuje, zaspava, umyva si zuby. Hoci si niekedy
aj povie, Zze uz ma toho dost a viac na to nebude mysliet, jeho podvedomie
sa neda zastavit a samo pokracuje v boji. Preto niet divu, Ze po urditom case
pride t4 chvila, ktora sa nedéa opisat a pre ktori stalo za to tolko premyslat,
ked vam zrazu skrsne v hlave ta spravna myslienka. Aj ked to, o ¢om ste
premyglali, nie je az také doleZité, ste spokojni, Ze ste to zvladli a Ze nie ste
az taki nesikovni.

Pri tejto praci sme nadobudli velké mnoZstvo poznatkov z réznych oblas-
ti. Roz8irili sme si vedomosti z fyziky, konkrétne jednej jej Casti, a to fyziky
tuhého telesa. AZ tu sme zistili, akd je tato cast fyziky zaujimava. Prenikli
sme do jej tajov omnoho hlbsie, pretoze dosial sme mali skiisenosti s popisom
otacania telies iba v rovine. Teraz sme sa v8ak museli oboznamit s popisom
v8eobecného otacania telies v priestore. Bolo potrebné nastudovat si mnohé
znalosti z oblasti objektovo orientovaného programovacieho jazyka Java, v
ktorom sme vytvorili program simulujici pohyb taniera, a naucit sa spra-
cuvat video na pocitadi. S nasou pracou sme chceli oboznamit aj ostatnych
Tudi, a to primeranou formou. Preto sme sa ju rozhodli napisat v sadza-
com programe IATEX, aby forma textu zodpovedala standardom odbornych
vedeckych &lankov.!

!'Najnovsiu verziu prace je mozné stiahnut z internetu z adresy <http://www.
vscience.host.sk/materialy/feynmanPlate/>



Kapitola 6

Dodatky

6.1 Uryvok

Kvoli tplnosti uvddzame cely aryvok z Feynmanovej knihy To nemyslite vaz-
ne, pan Feynman! v slovenskom preklade [1] a pre porovnanie aj v americkom
originali [2].

k kX

Potom ma napadlo este nieco: Z fyziky mi je teraz trochu nanic, ale kedysi
som z nej maval radost. Pre¢o? PretoZe som sa s fiou pohrdval. Robieval som
hoci¢o, na ¢o som mal prave chut netrapilo ma, ¢ to mé nejaky vyznam pre
rozvoj jadrovej fyziky, ale ¢i to je pre mha natolko zaujimavé a zabavné, Ze
mi stoji za to sa s tym pohrat. Na strednej Skole som si vSimol, Ze prud vody
vytekajtcej z kohutika sa postupne zuzuje, a bol som zvedavy, ¢i by som
vedel vypocitat, ¢im to je. Zistil som, Ze to nie je az také tazké. Nemusel
som sa tym zapodievat, pre budiicnost vedy to nebolo dolezité; ktosi iny to
uz urobil predo mnou. Na tom nezéalezalo: Vymyslal som si tilohy a hral som
sa s nimi pre vlastné poteSenie.

Prijal som teda tento novy postoj. Teraz ked som na dne a nikdy ni¢
poriadne nevykonam, mam toto dobré ucitel'ské miesto na univerzite a pracu,
ktord mém rad, a tak ako si pre radost ¢itavam Tisic a jednu noc, fyzika mi
bude hrou, kedykol'vek sa mi zachce, a nebudem si lamat hlavu nad tym, ¢i
to mé nejaky vyznam.

Asi o tyzden som bol v samoobsluznej restauracii a nejaky chlapik tam
v bujarej nélade vyhodil do vzduchu tanier. Ako stupal dohora, videl som,
Ze sa chveje, a v8imol som si, Ze Cerveny cornellsky emblém, ktorym bol
oznaceny, sa rychlo kriti. Bolo mi jasné, Ze sa otacal vysSou frekvenciou,
ako bola frekvencia chvenia.

Nemal som ¢o robit, a tak som zacal ratat pohyb rotujtceho taniera.
Zistil som, ze ak je uhol velmi maly, emblémik sa otaca dvakrat rychlejsie,
ako je frekvencia chvenia — dve ku jednej. Vyslo to zo zloZitej rovnice! Potom

31



32 KAPITOLA 6. DODATKY

som si pomyslel: ,Neexistuje jednoduchsi sposob, ako prist na to, preco je
to jedna ku dvom? Co keby som tak prestudoval posobiace sily alebo celi
dynamiku?

Uz si nepamétam, ako som na to Siel, ale nakoniec som sa dopracoval
k tomu, ako vyzerd pohyb hmotnych castic a ako sa vSetky zrychlenia vy-
rovnavaju tak, ze to vyjde jedna ku dvom. Spominam si, Ze som zaSiel za
Hansom Bethem a vravim mu: ,Hej, Hans! V&imol som si nie¢o zaujimavé.
Ked tanier rotuje takto, déovod, preco je to dve ku jednej, spociva...” a ukazal
som mu zrychlenia. On na to: ,Feynman, je to skutocne zaujimavé, ale ¢o je
na tom také dolezité? Na ¢o to robis? ,Hal“ hovorim mu. ,Vébec to nie je
dolezité. Robim to len tak, z pasie.“ Jeho reakcia ma neodradila; zaumienil
som si mat z fyziky radost a robit, ¢o sa mi zapaci.

Pracoval som d'alej na rovniciach opisujucich chvenie. Potom som uvaZo-
val o tom, ako sa v relativite za¢inaju pohybovat elektréonové orbity. Dalej
to bola Diracova rovnica v elektrodynamike. A napokon kvantové elektro-
dynamika. Ani som nezbadal ako (trvalo to naozaj velmi kratko), a uz som
sa ,hral‘ — pracoval, skuto¢ne — s tymi istymi starymi problémami, ktoré
som mal tak rad a ktoré som nechal tak, ked som odisiel do Los Alamos;
podobné, aké som riesil vo svojej dizertacnej praci — vsetky tie starucké,
nadherné veci.

Islo to Tahko. Nestalo ma to Ziadnu ndmahu. Bolo to, ako ked odstop-
Tujete fTagu: Vsetko vytekalo samo. Takmer som sa pokusil tomu vzdorovat!
Nebolo délezité, comu som sa venoval, ale v konc¢enom dosledku to predsa
len svoj vyznam malo. Diagramy a vSetko to, za ¢o som dostal Nobelovu
cenu, vzislo z toho prplania okolo chvejiiceho sa taniera.

X sk ok

Then I had another thought: Physics disgusts me a little bit now, but I
used to enjoy doing physics. Why did I enjoy it? I used to play with it. I
used to do whatever I felt like doing — it didn’t have to do with whether it
was important for the development of nuclear physics, but whether it was
interesting and amusing for me to play with. When I was in high school, I'd
see water running out of a faucet growing narrower, and wonder if I could
figure out what determines that curve. I found it was rather easy to do. I
didn’t have to do it; it wasn’t important for the future of science; somebody
else had already done it. That didn’t make any difference. I’d invent things
and play with things for my own entertainment.

So I got this new attitude. Now that I am burned out and I’ll never
accomplish anything, I've got this nice position at the university teaching
classes which I rather enjoy, and just like I read the Arabian Nights for ple-
asure, I'm going to play with physics, whenever I want to, without worrying
about any importance whatsoever.

Within a week I was in the cafeteria and some guy, fooling around, throws
a plate in the air. As the plate went up in the air I saw it wobble, and I noticed
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the red medallion of Cornell on the plate going around. It was pretty obvious
to me that the medallion went around faster than the wobbling.

I had nothing to do, so I start to figure out the motion of the rotating
plate. I discover that when the angle is very slight, the medallion rotates
twice as fast as the wobble rate — two to one. It came out of a complicated
equation! Then I thought, "Is there some way I can see in a more fundamental
way, by looking at the forces or the dynamics, why it’s two to one? I don’t
remember how I did it, but I ultimately worked out what the motion of the
mass particles is, and how all the accelerations balance to make it come out
two to one.

I still remember going to Hans Bethe and saying, "Hey, Hans! I noticed
something interesting. Here the plate goes around so, and the reason it’s two
to one is ... and I showed him the accelerations.

He says, "Feynman, that’s pretty interesting, but what’s the importance
of it? Why are you doing it7“ "Hah!*“ I say. "There’s no importance whatso-
ever. I’'m just doing it for the fun of it.“ His reaction didn’t discourage me; I
had made up my mind I was going to enjoy physics and do whatever I liked.

I went on to work out equations of wobbles. Then I thought about how
electron orbits start to move in relativity. Then there’s the Dirac Equation
in electrodynamics. And then quantum electrodynamics. And before I knew
it (it was a very short time) I was "playing* — working, really — with the same
old problem that I loved so much, that I had stopped working on when I went
to Los Alamos: my thesis-type problems; all those old-fashioned, wonderful
things.

It was effortless. It was easy to play with these things. It was like un-
corking a bottle: Everything flowed out effortlessly. I almost tried to resist
it! There was no importance to what I was doing, but ultimately there was.
The diagrams and the whole business that I got the Nobel Prize for came
from that piddling around with the wobbling plate.

6.2 Odvodenie vztahu medzi L a w

Moment hybnosti tuhého telesa ur¢ime z predpokladu, Ze teleso sa sklada z
obrovského poc¢tu malych ¢astic. Pre moment hybnosti jednej takejto ¢astice
vodi nejakému pevnému bodu plati:

Li =r; X (m,vl) =T; X (mlw X I‘i)
Moment hybnosti celého telesa je sti¢tom momentov hybnosti vSetkych
Castic

L:Zmiri X (w X ;)
i

V tejto sume sa vyskytuji vyrazy r X (w X r). Index ¢ pri polohovom
vektore kvoli prehladnosti nepiSeme. Vyraz r x (w X r) teraz zjednodusime.
Najprv vypocitame vektorovy sicin w X r:
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~ A ~

Xy z
wXr=|w wy ws|=(wez—wsy)X+ (w3r —wi2)y + (W1y — wax) 2z
r Yy oz

Dosadime do vyrazu r x (w X r) a ziskame:

b'q y A
rx (wxr) = x y z =
(woz —w3y) (wzz —wiz) (w1y — wax)

= (w1 (y? + 22) — wazy — w32T) X+
+ (wa (2% + 2%) — w3yz — wizy) y+
+ (w3 (2? + y?) — wi2x + Woyz) 2
Teraz nam uz ni¢ nebrani, aby sme sa vratili k sume a zapisali vztah pre

celkovy moment hybnosti L. Vidime, Ze kazdy z vyrazov pod sumou je na
tri riadky. Preto pouZijeme praktickejsi maticovy zapis:

Ly Simi(y? +27) =Y imimiy =D MiZiT; w1
Lo = —Simiziy Sumi(ZE4al) = miyiz wo
Lj — D MiZiT; — 22 MiYiZi > mz(xf + 3/12) w3
Iy Ixy Iy, w1
= Lyw Ty Iy w2 | =
I, Izy I, w3
= Iw
(6.1)

Co sme to vlastne dostali? Maticu I nazyvame tenzorom momentu zo-
trvacnosti. Vyzera odstrasujtco, ale ak si zvolime vhodni' stradnicovi st-
stavu, vSetky prvky tejto matice okrem tych, ktoré lezia na diagonale, budi
nulové, ¢im sa matica naramne zjednodusi:

L 0 0
1= 0o I, O
0 0 L.

Moment hybnosti mézeme v takychto pripadoch zapisat takto:

L = Lpws X + Lyywyy + 10,2 (6.2)

!Konkrétne, ak si tanier predstavime kvoli jednoduchosti ako vel'mi tenky homogénny
disk s hmotnostou m a polomerom R leziaci v rovine zy tak, Ze jeho stred splyva s
pociatkom sistavy siuradnic, mézeme jednoduchou integraciou ukézat, Ze tenzor momentu
zotrvacnosti takého taniera mé tvar

imR* 0 0
I= 0  imR* 0

0 0 imR?
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6.3 FEulerove rovnice

Odvodime tu Eulerove rovnice, ktoré su velmi uzitoéné pri popise dynamiky
tuhého telesa a ktoré nam umoznia urcit, ako sa pohybuju vektory w a L
v sustave tuhého telesa. Budeme predpokladat, Ze tuhé teleso je umiestnené
v stustave tuhého telesa s jednotkovymi vektormi xi, Xo a X3 tak, Ze tenzor
momentu zotrvacnosti mé len uhlopriec¢ne zlozky. Vyjdeme zo vztahu pre
moment hybnosti 6.2 zapisaného pre ststavu telesa

L = Luixy + IowoXg + I3wsX3

a zékladnej dynamickej rovnice tuhého telesa, ktora tiez zapiSeme v tejto
ststave

dL
T = E = a (Ilwlfq + IQ(JJQ)A(Q + Igwgfig)

Treba si tu v8imnut, Ze derivacia sa vztahuje aj na jednotkové vektory
X1, X2 a X3, ktoré sa menia s ¢asom. Preto bude mat derivovany vyraz az
Sest Clenov:

dw1 R df(l du)g ~ dﬁg Cl(,U3 N d}A(3
= [— Lo —+1,—— Towog——+ 13— Taws—— (6.
T 17 Kt hen e A e hwa = m I3~ s+ Igws == (6.3)

Teraz odvodime jednotlivé derivacie vektorov Xi, Xo, X3 podla &asu.
Najprv budeme derivovat vektor x1. KedZe vektor X; je pevne spojeny s
rotujicim telesom, mozno jeho derivaciu (rychlost jeho koncového bodu) vy-
jadrit podla vztahu 3.13 ako
X1 X2 X3
— =W XX] =| W1 W2 w3 :w;),fcg—ngf(g

1 0 O

Podobne moZno vyjadrit derivacie zvy$nych dvoch vektorov

dXa

— =W X Xy = —wgfq —|—wl)A(3
dt

dxs . . N
E = W X X3 = wW2X] — wW1X9

Teraz sa opét vratime k rovnici 6.3 a dosadime do nej nami vyjadre-
né derivécie, pricom vyuZzijeme, Ze vektor momentu sily mdzeme rozlozit v
suradnicovej stustave tuhého telesa na zlozky:

T = TIX] + ToXp + T3X3 =
= NLwix] + [HwiwsXs — [HwiwaXs+
+lowoX3 — IowowsX1 + lowow1 X3+
+13w3x3 + I[3wswoX — [3wswiXg =
= (N1w1 + [waws — Iwows)X1+
+<Igd)2 + Lwwsg — 13w1w3>f(2+
+(L3w3 + Dwiws — wiws)X3
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Ak sa dva vektory na pravej a lavej strane rovnice maju rovnat, musia
mat rovnaké zlozky a preto musi platit:

71 = L + (I3 — I2) wawo
1o = Iowo + (I1 — I3) wiws
T3 = Isws + (I2 — I1) wow

Posledné tri rovnice st Fulerove rovnice, ktoré uréuji dynamiku tuhého
telesa v sistave tuhého telesa.

6.4 Eulerove uhly

Eulerove uhly sa pouZzivaji na popis otocenia telesa v priestore. Postupnym
otaCanim telesa o tri Eulerove uhly okolo istych osi mozeme teleso dostat do
Tubovol'nej polohy.

Nech siistava S s osami X, ¥ a z je ststava pevne spojené s laboratériom
a ststava S’ s osami X1, X2 a X3 je pevne spojena s telesom.

Zatneme zo stavu, ked sa Eulerove uhly 6, ¢ a 1 rovnaju vSetky nule a
sustavy S a S’ st totozné (Obr. 6.1).

Najprv oto¢ime siistavu S’ o uhol § okolo osi X1, potom o uhol ¢ okolo osi
z a nakoniec o uhol v okolo osi X3. Takto mozeme teleso natocit l'ubovolnym
spdsobom. Kazdému natoceniu v priestore zodpoveda jedina trojica uhlov 6,

¢ a .
6.5 Pohybové rovnice taniera

Pri simulacii program vyuziva sastavu nasledujucich diferencidlnych rovnic
[5, s. VIII-31], ktorti potom riesi metédou dynamického modelovania.?

. _(I —I3) $cosh — Igzﬂ Hsinb

b= T

. -1'31/'1 — (21 — I3) é cos 9} 9

¢ = - Isinf

J Isin?6 + (2[—]3)¢C0829—13¢0089:| 9

Isin6

2Metodu dynamického modelovania prvykrat pre didaktické ciele zaviedol prave Ri-
chard Feynman vo svojich Feynmanovjch predndskach z fyziky [4, s. 171-180]. Metoda
pouzitd v naSom applete a implementované v baliku Open Source Physics je v8ak oproti
Feynmanovej metéde o dva rady presnejsia. Je to Rungeho-Kuttova metéda RK45.
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T =
(a) Najprv oto¢ime okolo osi X1 06 ...

7

(b) ...potom okolo osi z o uhol ¢ ...

Zh

(c) ...a nakoniec o uhol v okolo Xs.

Obrazok 6.1: Eulerove uhly.
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